Académie de Creteil                                                              Présentation des programmes de TS-2002


Un exemple de décroissance exponentielle

Objectif :

Modéliser de façon discrète puis continue une situation qui s'apparente au problème de la décroissance radioactive d'une substance (dans un contexte sans doute plus simple), puis comparer les modèles.

Situation :

Lors de l’administration d’un médicament par injection intraveineuse de courte durée, sa concentration plasmatique est immédiatement maximale. Elle diminue ensuite en fonction du temps. Pour modéliser la situation on posera l’hypothèse (H) suivante:
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La diminution de la concentration

à partir d’un instant t et sur une certaine durée,

est proportionnelle

à la concentration à l’instant t et à la durée.

L'hypothèse (H) peut aussi être exprimée de la façon suivante :

 
I. Etude discrète

On choisit comme unité de temps la minute et on note C0 la concentration immédiatement

à la fin de l’injection, et Cn la concentration n minutes plus tard.

Montrer que l’hypothèse (H) conduit à une relation de la forme 
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  où k est

une constante. Exprimer alors Cn en fonction de n et de C0.

Il. Etude continue

On recherche une fonction C dérivable qui permet de modéliser la situation.

On choisit pour cela comme origine de temps la fin de l’injection et on note C(t) la concentration au temps t (exprimé en minutes) et C0 =(0).

Montrer que l’hypothèse (H) conduit à une relation de la forme 
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 (ou encore 
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) avec  constante.

En déduire que C est solution de l’équation différentielle y' = -
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Exprimer C(t) en fonction de C0 et de t.

III. Comparaison.

Pour l’application numérique on considère que la concentration a été divisée par 2 au bout d’une heure. Comparer alors les résultats obtenus dans les deux cas.

Un exemple de décroissance exponentielle ( Commentaires) .

Choix du modèle 

L'hypothèse (H) peut être posée par exemple à l'issue d'une expérimentation sur un médicament particulier : après avoir déterminé par des dosages la concentration à différents instants, des biologistes ont pu constater que la diminution de la concentration à partir d'un instant t et sur une certaine durée, rapportée à la concentration à l'instant t et à la durée est pratiquement constante. Cette constante (constante d'élimination apparente) ne dépend alors que du médicament, phénomène non évident a priori puisque l'élimination pourrait dépendre de l'âge, du sexe, du poids ou d'autres paramètres encore. 

Il s'agit ensuite de faire appel aux mathématiques et de trouver un modèle qui permettra de connaître sans dosage la concentration de ce médicament dans le sang à un instant donné. Le modèle pourra être discret  ou continu.
Modèle discret 

La "double proportionnalité" donnée par l'hypothèse (H) se traduit par l'existence d'une constante k 
telle que Cn+1 – Cn = – k Cn . Compte tenu du contexte on peut préciser que 0 < k < 1.

On en déduit que Cn+1 = (1 – k) Cn  pour tout n ( 0. La suite (Cn)n( 0 est ainsi une suite géométrique de premier terme C0 et de raison 1 – k.  Par suite : Cn = C0 (1–k)n.

Modèle continu 

D'après l'hypothèse (H) , il existe une constante ( telle que  C(t ) – C(t + (t) =  ( ( C(t) ( (t.

 d'où pour (t ( 0 :  
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C'est l'occasion d'utiliser en cours de mathématiques le symbole (t et la notation
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, tous deux utilisés également en physique.

En faisant tendre (t vers 0 :   
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On en déduit que sur R+ , C'(t) = – ( (C(t) puis que C(t) = C0 ( 
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On pourra introduire à ce propos la notation 
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 comme limite des quotients 
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 quand (t tend vers 0. 

Comparaison 


Application numérique : 

La concentration ayant été divisée par 2 au bout d'une heure soit 60 minutes, on obtient : 

( dans le cas discret :  C60= 
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 (car 1– k > 0) soit k 
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( dans le cas continu : C(60) = 
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 INCORPORER Equation.3  [image: image24.wmf]»
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Comparaison : En remplaçant par les valeurs trouvées précédemment, on obtient 



dans le cas discret :
Cn = C0 ( 
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60

1

2

1

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

  = C0 ( 
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dans le cas continu :

    C(t   C(t) = C0 ( (
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- Dans l’application numérique faite ici, on a considéré la demi-vie comme étant connue. Les valeurs de k et de 
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 sont alors différentes et telles que 
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= 1-k. On obtient dans ce cas  Cn = C(n) et une totale cohérence entre les deux modèles.

- Un choix différent aurait pu être fait : considérer comme une donnée expérimentale la constante de proportionnalité et avoir alors k = 
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. Dans ce cas, Cn = C0 
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(1-k)n et C(n) = C0 
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et les résultats sur les entiers diffèrent.
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Remarque : 

Cette hypothèse (H) est analogue à celle faite pour la radioactivité en physique lorsque l'on étudie le nombre moyen de noyaux N(t) à l'instant t (voir feuille sur la radioactivité). 
Le même type de travail peut donc être mené en prenant comme support la radioactivité. On pourra de la même façon, considérer connue soit la demi-vie soit la constante radioactive 
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 du produit considéré.






La diminution de la concentration à partir d'un instant t et sur une certaine durée, rapportée à la concentration à l'instant t et à la durée,�est une constante (caractéristique du médicament injecté).





Fonction C :


C(t) = C0 ( � INCORPORER Equation.3  ���





Suite géométrique :


Cn = C0( (1–k)n





Equation différentielle


y ' = a y





Relation de récurrence


Cn+1 = (1 – k) Cn





Cas discret discret





Cas continu





Hypothèse  
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