Académie de Créteil                                                              Présentation des programmes de TS-2002


Refroidissement d'un système

Objectif :

Rencontrer une nouvelle situation concrète avec modélisation discrète et continue, à rapprocher de l'activité "médicaments".

Situation :
Une machine est refroidie par un circuit de 20 litres d'eau.
Dès que la température de l'eau atteint 80°, le circuit est rafraîchi en continu et en de multiples points, avec un débit de 2 litres par seconde par un courant d'eau à 16°.

Le rafraîchissement s'arrête lorsque la température circuit est revenue à 40°.
On cherche à déterminer le temps pour atteindre cette température de 40°.

Hypothèses pour la modélisation :

· il entre autant d’eau qu’il en sort, le volume d’eau est donc constant et égal à 20 litres.

· le mélange de x1 litres à t1 et de x2 litres à t2 donne x1 + x2 litres à 
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· la température est en tout point homogène.

· pendant le rafraîchissement, l’apport de chaleur du à la machine est négligeable.

Un énoncé possible

Modèle discret

Soit Tn la température du système, n secondes après que la température de 80° ait été atteinte.

1. Prouver, en appliquant la loi d'équilibre des températures (L) que : 10 Tn+1 = 9Tn+16.
2. On pose  Un = Tn – 16.
Montrer que la suite (Un) est géométrique et en déduire l'expression de Tn en fonction de n. Déterminer à partir de quelle valeur de n on a Tn 
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Modèle continu

Soit T(t) la température à l'instant t, avec T(0) = 80 et soit (t un accroissement de temps. 

1°
Exprimer T(t+(t) en fonction de T(t) et montrer que 
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(remarque: le débit étant de 2 litres par seconde , le  nombre de litres rentrés en (t est 2(t) .

2°
En faisant tendre (t vers 0, montrer que T est solution de l'équation différentielle 
y ' =
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  et que celle-ci s'écrit encore  ( y – 16 ) '  = 
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En déduire la fonction T et déterminer au bout de combien de secondes T(t) = 40 .    

Refroidissement d'un système

Eléments de réponse

Modélisation par une suite 

1°
D'après la loi d'équilibre des températures, 
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 soit :  10 Tn+1 = 9Tn+16

2°
On pose Un = Tn – 16 ; on obtient :   10(Un+1+16) = 9(Un+16)+16  soit  10 Un+1 = 9 Un..


La suite (Un) est donc géométrique de raison 
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 et de premier terme U0  = 64


Pour tout entier n, 
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La température de 40° est atteinte lorsque 
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  40.


Par tâtonnement avec la calculatrice ou en utilisant la fonction ln, on obtient n
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La température sera donc inférieure à 40° au bout de 10 secondes.
Modélisation par une fonction 

1°
On obtient comme température au temps t+(t : 
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 (on a mélangé 20-2(t litres à la température T(t) avec 2(t litres à la température 16°)


soit 20 T(t+(t) = 20 T(t) – 2 (t T(t) + 32 (t   d'où en divisant par 2 (t  :
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2°
En faisant tendre (t vers 0, on obtient 10 T ' = -T+16  soit  ( T – 16 ) ' = 
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3°
Il en résulte T(t) = k 
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+ 16 et comme T(0) = 80,  k = 64 et   T(t) = 64 
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Enfin T(t) = 40  lorsque  
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   c'est à dire pour   t 
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Comparaison des modèles

Que peut-on dire de  T(t) et de Tn  lorsque t = n ?

- L’égalité T(n) = Tn , qui équivaut à 
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, n’est obtenue que pour n = 0.

- Cependant, comme ex 
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 1 + x pour x voisin de 0, on a 
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 INCORPORER Equation.3  [image: image30.wmf]»



 INCORPORER Equation.3  [image: image31.wmf]n
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 soit encore T(n) 
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Les deux modèles sont en accord : ils donnent donc des résultats voisins sur les entiers.
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� INCORPORER Equation.3  ���
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En modèle continu
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�Si k est « petit » ,  e k          1+k 





� INCORPORER Equation.3  ���





En modèle discret





Comparaison


DISCRET et CONTINU


(Généralise les bilans "médicaments" et "refroidissement")


�


   Quitte à faire un changement de suite ou de fonction inconnue …
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Suite 



Tn = T0 ( (1-k)n +b
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y ' = -k y + a
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Tn+1 = (1-k) Tn + a







Hypothèse (H)
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