Académie de Créteil                                                              Présentation des programmes de TS-2002


De l'analyse aux probabilités … et inversement …

Objectif :  Illustrer un des nombreux liens entre les chapitres du programme .

Enoncé

Partie A :  Dans un repère orthogonal du plan, on a construit les courbes représentatives des fonctions f et g définies sur R+ par f(x) = e – x  et  g(x) = x e – x  :
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1. Calculer, pour t
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R+, F(t) = 
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2. Calculer leurs limites en 
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. Interpréter graphiquement.

Partie B :  A la MIAF et à la FMG, mutuelles d’assurance bien connues, les durées de traitement d’un dossier de sinistre (exprimé en heures) ont été modélisées par les variables aléatoires X et Y dont les lois continues ont pour densités les fonctions f et g.

1. Justifier que f et g sont bien des densités de probabilité sur R+.     

Laquelle des deux lois peut-on reconnaître ?

2. Calculer pour chaque mutuelle, la probabilité qu’un dossier pris au hasard soit traité :

▪ en moins d’1 heure




      ▪ en plus de 2 heures
▪ en au moins une demi-journée (3 heures et demie)
      ▪ en 3 heures exactement
▪ en 1 heure et demie (à 5 minutes près).
Comparer ; quels commentaires peut-on faire ?

3. a. Déterminer le réel m tel que P(X
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m) = P(X
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m). Interpréter ce réel.
b. Prouver qu’il existe un réel m’ tel que P(Y
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m’) = ½ . Justifier son unicité.
En donner une valeur approchée à 10-2 près et exprimer celle-ci en h, m, s.

De l'analyse aux probabilités … et inversement …

Eléments de correction

Partie A

F(t)=
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 = 1 – (t+1)e-t  après une intégration par parties.
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F(t) est l'aire du domaine sous la courbe C limité par l'axe des ordonnées et la droite d'équation  x=t  et 
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est l'aire du domaine "illimité" situé sous la courbe C.

De même, 
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 est l'aire sous la courbe C' .

Partie B

1° f et g sont des densités de probabilités car : 

· f et g sont des fonctions continues sur IR+
· f et g sont positives sur IR+
· les aires sous leurs courbes sont égales à 1  ( 
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 La densité de la seconde loi étant de la forme f(x) = 
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= 1, on reconnaît la loi d’une durée de vie sans vieillissement (loi exponentielle) qui modélise - par exemple-  la désintégration des noyaux d'une substance radioactive .

2° 

Probabilité qu'un dossier soit traité 
à la MIAF
à la FMG

en moins d'une heure
P(0
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X<1)= P([0,1[) = P([0,1]) = F(1) = 1- EQ \s\do1(\f(1;e))  

soit environ 0.63
P(0
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Y<1)= P([0,1[) = P([0,1]) = G(1) = 1- EQ \s\do1(\f(1;e)) - EQ \s\do1(\f(1;e)) = 1- EQ \s\do1(\f(2;e)) soit environ 0.26



en plus de 2h
P(X>2)= 1-P(X
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2)= 1-P([0,2]) = 1-F(2) =  EQ \s\do1(\f(1;e2)) soit environ 0.14


P(Y>2)= 1-P(Y
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2)= 1-P([0,2]) = 1-G(2) =  EQ \s\do1(\f(3;e2)) soit environ 0.41



en au moins une demi-journée
P(X
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3.5)= 1-P(X<3.5)= 1-P([0,3.5]) = 1-F(3.5) =  EQ \s\do1(\f(1;e3.5 )) soit environ 0.03


P(Y
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3.5)= 1-P(Y<3.5)= 1-P([0,3.5]) = 1-G(3.5) = 4.5
[image: image29.wmf]´



 EQ \s\do1(\f(1;e3.5 )) 

soit environ  0.14



en 3 heures
P(X=3) = 0
P(Y=3) = 0

en 1h 30 à 5mn près
P([image: image30.wmf]£
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 EQ \s\do1(\f(19;12)))=  P([ EQ \s\do1(\f(17;12)),  EQ \s\do1(\f(19;12))])

= F( EQ \s\do1(\f(19;12)))-F( EQ \s\do1(\f(17;12)))=
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19

12

17

-

-

-

e

e


soit environ 0.04
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Y
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 EQ \s\do1(\f(19;12)))=  P([ EQ \s\do1(\f(17;12)),  EQ \s\do1(\f(19;12))])

= G( EQ \s\do1(\f(19;12))) -G( EQ \s\do1(\f(17;12))) = 
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soit environ 0.06

On peut alors dire, par exemple, …

· qu'un dossier est traité en moins d'une heure, dans 63 % des cas à la MIAF et seulement dans 26 % des cas à la FMG

· qu'il y a environ 4 fois plus de chances qu'un dossier soit traité en au moins une demi-journée, à la FMG qu'à la MIAF

· que les chances de voir un dossier traité à la MIAF en moins d'une demi-journée sont d'environ 97 %

3°a. P(X
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m) = P(X
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m) si et seulement si F(m) = 1-F(m) soit 1=2e-m soit m= ln2; soit environ 0.69h c-à-d  41mn environ.

En faisant une analogie entre probabilité et statistique, m peut être considéré comme la médiane de la variable aléatoire X (il y a autant de chances que le dossier soit traité par la MIAF en moins de 41mn qu'en plus de 41 mn).

b. P(Y
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m' ) =  EQ \s\do1(\f(1;2)) équivaut à G(m') =  EQ \s\do1(\f(1;2))
On étudie le sens de variation sur IR+de la fonction  G telle que G(t) = P(Y
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G '(t) = g(t)= te-t    G '(t)
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0, donc G est strictement croissante la dérivée ne s'annulant qu'en 0. 

Par ailleurs, 
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=1 et  G(0)= 0, donc d'après le tableau de variation, G prend une et une seule fois la valeur  EQ \s\do1(\f(1;2)) , pour et une seule valeur de t soit m'.

Avec la calculatrice, on trouve 1.67 < m' < 1.68 d’où m’
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1,675 soit un temps d'environ 1h 40mn 30s.

Remarques : 

 1. Comme P(Y
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m') = ½   
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P(Y
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m') = P(Y
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m') , m' représente également la médiane de Y.

2. Dans le cas d'une variable continue (en statistique ou probabilité), la médiane est unique (contrairement au cas discret)

3.Derrière cette affirmation de l'existence et de l'unicité de m' ,  faite à partir du seul  tableau des variations de G (préalablement correctement complété et justifié), il y a :

· le théorème des valeurs intermédiaires qui assure l'existence d'au moins une solution sur [0,2] par exemple (il n'est donné que pour un intervalle fermé borné)

· son corollaire qui lui s'applique sur un intervalle quelconque et qui assure, en plus, l'unicité de la solution.

C' : y = g(x)





C : y = f(x)
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