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Autour de la suite (Un) définie par Un  = 
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Objectif :   Voici un problème destiné à une classe de TS . Il devrait permettre à l'élève

1.
de tenter une conjecture et de la réviser sans doute après utilisation d'une calculatrice ou d'un tableur 

2.
de prouver la convergence de cette suite et d'encadrer sa limite l sans la connaître davantage 
3.
d'interpréter cette suite en termes d'aire et se placer, avec naturel, dans un contexte de suites adjacentes
4.
 de calculer enfin la limite l de la suite étudiée, avec ou sans recours au calcul intégral.

Enoncé :

1-
Conjectures


a)
Quelle est la limite de chaque terme de cette somme ?



Avez-vous une idée de la limite de la suite (Un) ? 


b)
Calculer, à 10-3 près, les nombres U1, U2, U3, U4, U5, U10, U50, U100, U250 , U500.



Ces résultats confortent-ils votre conjecture ?

2.
Existence d’une limite finie l


a)
Prouver que (Un) est croissante, minorée par ½  et majorée par 1.


b)
 Justifier que (Un) converge vers une limite l et que l appartient à [½ , 1]

3.
Interprétation géométrique de Un  et encadrement de l

a)
 Soit C la courbe d’équation 
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On subdivise l’intervalle [n,2n] en n intervalles de longueur 1.


Pour k
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{n, n+1, …, 2n-1} on construit sur chaque intervalle [k,k+1] les rectangles Rk et R'k de 


hauteurs respectives  
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- 
Montrer que la somme des aires des n rectangles Rk est le nombre Un .



-
Donner l'expression de la somme Vn des aires des n rectangles R'k .


b) Prouver que les suites (Un) et (Vn) sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une limite l dont on déterminera un encadrement de longueur 10-2 

4-
Calcul de l 

A l'aide du calcul intégral


a).
Prouver que l’intégrale 
[image: image7.wmf]ò

n

n

x

dx

2

est un réel A qui ne dépend pas de n.


b)
Interpréter géométriquement A et justifier que :  Un 
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 Vn  . 


c)  En déduire la valeur exacte de l .

A l'aide d'un encadrement de ln

a. Prouver que pour tout réel x>0,    
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b. En déduire pour k entier naturel non nul : 
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c.  Encadrer Un et calculer sa limite l.

Commentaires … Autour de la suite (Un) :  Un  = 
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1. Conjectures
a. Combien d'élèves ne seront pas tentés d'utiliser la propriété de la limite d'une somme pour conjecturer 0 ?
b. Le calcul approché d'une telle somme devrait poser bien des difficultés et soulever bien des questions. Qui saura la programmer sur sa calculatrice ? Qui pensera à utiliser l'instruction Sum(1/k,k,a,b) disponible sur certaines calculatrices (ex: Sum (1/k, k,11,20) = 0,6687711403175 sur TI 89) ?
Ne sera-t-il pas opportun d'amener les élèves à établir la relation  Un+1 = Un + 
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 plus facilement exploitable sur calculatrice ou tableur (et qui sera, de plus, bien utile ensuite !).
On trouvera alors : 

n
1
2
3
4
5
10
50
100
250
500

Un
0,5
0,583
0,617
0,635
0,646
0,669
0,688
0,691
0,692
0,693

2. Existence d’une limite finie l
a. Ou comment minorer ou majorer la somme des tailles de tous les élèves de la classe ?
b. C'est l'occasion d'utiliser le "nouveau" théorème de convergence d'une suite croissante majorée …

3. Interprétation géométrique de Un  et encadrement de l
a.  Il était grand temps de donner du sens à cette somme abstraite et de la visualiser …
 Et l'introduction de la suite  (Vn) paraît toute naturelle …

b.  Il s'agira de montrer, d'après la définition suggérée dans les programmes, que (Un) est croissante, (Vn) décroissante, Un 
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Vn pour tout n non nul et que Vn - Un a pour limite 0 quand n tend vers +
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.
Cette définition des suites adjacentes pourra paraître "surabondante" au professeur, mais elle veut avant tout mettre l'accent  sur l'ensemble de leurs propriétés et faciliter leur visualisation; il sera bien temps pour l'élève de s'affranchir - peut-être - l'année suivante de la condition Un 
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Le théorème de convergence des suites adjacentes et l'encadrement Un 
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Vn  permet d'obtenir un encadrement de l de longueur 10-2 en prenant n tel que Vn - Un =
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50. Ainsi, obtient-on : U50 
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V50  d'où  0,60 
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0,61.  

4. Calcul de l 

A l'aide du calcul intégral
a. En fonction de l'avancement du programme, on pourra calculer 
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 = ln 2 .

b. Son interprétation géométrique conduira à écrire :  Un 
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c.  Il reste à établir  l = A  (par exemple par unicité du nombre l tel que, pour tout n, Un 
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Vn ).
A l'aide d'un encadrement de ln

a. A un stade moins avancé dans la progression du cours, on pourra établir cet encadrement.
b. Puis pour x bien choisi :  
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 pour k dans N*
c.  Un encadrement de Un en résulte, puis sa limite l , par le théorème "des gendarmes".
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