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PRESENTATION DU PROGRAMME DE GEOMETRIE

DE L’OPTION DE PREMIERE ET TERMINALE L

1°)  La géométrie plane

   Dans tout ce programme, il y a un très grand souci de mettre en avant la démarche mathématique des Grecs, en lien avec l’enseignement de philosophie, de lier géométrie et statut du nombre.

   Une bonne partie du programme consiste en la réalisation de figures tracées à la règle et au compas.

Ce type de construction était fondamental pour les Grecs sans doute pour plusieurs raisons :

· les courbes les plus simples sont les droites et les cercles ;

· la figure bien faite complète souvent la démonstration ;

· les Grecs se sont montrés capables de construire des instruments géniaux (machine de Platon, quadratrice…).Cependant, Platon ,au IV° siècle avant J.C. est à la recherche d’objets mathématiques soustraits aux mouvements changeants de notre environnement, à la recherche du mouvement pur. La trace du compas ou de la règle sur la tablette n’est que la représentation d’une activité intellectuelle ;

· les Grecs sont à la recherche d’un statut pour ces nouveaux nombres « racines carrées », émergeant du théorème de Pythagore . Leur constructibilité compense leur irrationalité.

   En première, de nombreuses constructions à la règle et au compas sont proposées, notamment des idées sont données dans les documents d’accompagnement.

   Un point fort est la construction de polygones réguliers (à 3, 4, 6, 8, 12 côtés en première, à 5 côtés en terminale en association avec la « divine proportion », le nombre d’or).Un atelier présente quelques idées de construction. Les polygones réguliers étaient importants pour les Grecs car ils permettaient de fournir des encadrements du nombre (. Les Grecs savaient construire à la règle et au compas  les polygones à 3, 4,5,6,15 côtés, doubler le nombre de côtés. Il faut attendre Gauss au XIX° siècle pour construire un polygone régulier à 17 côtés. On ne peut construire à la règle et au compas des polygones réguliers  à 7 ou 9 côtés. Si cette dernière construction était possible, on pourrait résoudre la trisection d’un angle de 120°.

   La notion de triangles semblables est présente dans ces constructions notamment avec le pentagone régulier.

   En première, est abordée la notion de nombres constructibles associée à la notion de point constructible ( à la règle et au compas). Une présentation et des constructions seront proposées en atelier.

Les Grecs en se posant la question de la possibilité d’exprimer deux grandeurs données comme multiples d’une même unité se sont posés le problème de la commensurabilité et de leur incommensurabilité .Ce sont ces notions que, à travers une recherche essentiellement géométrique, l’on illustrera en première. Cela correspond aux notions modernes de rationalité et d’irrationalité des nombres. On verra leur lien avec l’algorithme d’Euclide.

2°)  La géométrie dans l’espace

   En géométrie dans l’espace, le programme de première permet de revenir sur la représentation en perspective cavalière, celui de terminale permet d’aborder la perspective centrale.

   Si les programmes de collège et de la classe de seconde ont permis de représenter de nombreux solides en perspective cavalière, celle-ci n’a jamais été définie formellement. On s’est contenté de mettre en pratique des règles de construction. Il s’agit en classe de première de définir la perspective cavalière et d’en expliciter ses principales propriétés à l’occasion, par exemple, d’exercices de construction. Aucune utilisation précise du rapport de « réduction » et d’angle de fuite ne sera exigée des élèves.

   Le programme de terminale amène à dire ce qu’est géométriquement une perspective centrale et à expliciter et mettre en pratique les règles de perspective à un point de fuite.

   Il est bien sûr conseiller de comparer ces deux perspectives, ce qui ne peut être utilement fait que si les deux sont suffisamment maîtrisées.
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est-il constructible ? (cf duplication du cube et résolution tardive du problème)

· Commensurabilité et incommensurabilité

· Nombre d’or, rectangle d’or, divine proportion

· Pentagone régulier - étude de la figure et de ses triangles d’or.

· Trois constructions

· avec le décagone

· directement après calcul du côté en fonction du rayon

· avec le calcul de cos
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Présentation des quatre problèmes grecs.

Les treize livres des éléments d’Euclide ( début du troisième siècle avant J-C.) constituent une synthèse remarquable des mathématiques de leur époque. On peut constater que toutes les constructions géométriques étudiées dans ces livres s’effectuent uniquement à la règle et au compas. En fait, bien avant Euclide, les mathématiciens grecs se sont intéressés à la règle et au compas et très tôt ils se sont heurtés à de grandes difficultés. Dès le cinquième siècle avant J-C. sont apparus des problèmes que l’on n’arrivait pas à résoudre à la règle et au compas. Ces problèmes ne tardèrent pas à devenir célèbres après les échecs de mathématiciens réputés. Parmi ces problèmes nous retiendrons les plus célèbres qui sont la quadrature du cercle, la duplication du cube, la trisection de l’angle ; nous y ajouterons aussi le problème des polygones réguliers.

La quadrature du cercle consiste à construire à la règle et au compas un carré ayant même aire qu’un cercle donné. Il est facile de vérifier qu’elle équivaut à la construction à la règle et au compas de deux segments dont le rapport des longueurs est 
[image: image3.wmf]p

. Puisque la théorie d’Eudoxe, un des plus remarquables membres de l’Académie platonicienne, définit un nombre comme un rapport de longueurs ( ou plus généralement de deux grandeurs « du même genre »), l’enjeu est considérable : c’est du statut exact, de la définition même du nombre 
[image: image4.wmf]p

qu’il s’agit.

La duplication du cube consiste à construire à la règle et au compas l’arête d’un cube ayant un volume deux fois plus grand que le volume d’un cube donné. C’est un problème très naturel puisque la duplication d’un carré était un exercice de base.

La trisection de l’angle consiste à construire à la règle et au compas les demi-droites partageant un angle quelconque en trois angles égaux. C’est un problème qui s’ensuit simplement de la construction de la bissectrice.

Le problème des polygones réguliers consiste à construire à la règle et au compas pour chaque n
[image: image5.wmf]³

3 un polygone régulier ayant n côtés. La construction de polygones réguliers est bien sûr liée au calcul du nombre 
[image: image6.wmf]p

 ; c’est d’ailleurs ainsi qu’Archimède obtient ses approximations.

Posés au cinquième siècle avant J-C., il faudra attendre 1837 pour avoir une réponse précise à trois des problèmes. Pour la quadrature du cercle, il faudra attendre 1882.       Vingt quatre siècles d’étude pour un problème, c’est un record qui restera difficile à battre!

Constructions avec la règle et le compas.

I. Points constructibles.

On se donne deux points O et I qu’on appelle base. A partir de cette base, on va créer de nouveaux points obtenus par intersection :

· de deux droites contenant chacune au moins deux points déjà construits

· d’une droite définie comme précédemment et d’un cercle, ce dernier ayant pour centre un point déjà construit et passant par un point déjà construit ou ayant pour rayon la distance entre deux points déjà construits.

· de deux cercles définis comme précédemment.

Tous les nouveaux points ainsi obtenus sont appelés constructibles.

Une droite est constructible si elle contient au moins deux points constructibles mais cela ne veut pas dire que tous les points de la droite sont constructibles.

Un cercle est constructible s’il est centré en un point constructible et s’il a pour rayon la distance entre deux points constructibles.

On pourra rappeler les différentes constructions à la règle et au compas apprises au collège.
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               Activité 1       

une droite D constructible et un point A étant donnés, construire à la règle et au compas la perpendiculaire à D passant par A et la parallèle à D passant par A.

II. Nombres constructibles.

Un nombre réel est constructible si c’est une des coordonnées dans le repère (O,I,J) d’un point constructible.

On établit facilement qu’un réel t est constructible si et seulement si le point de l’axe (O,I) d’abscisse t est constructible. (Même résultat en remplaçant (O,I) par (O,J) et abscisse par ordonnée.)

Remarque : si A est un point constructible et t un nombre constructible, le cercle de centre A et de rayon 
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 est constructible.
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activité 2

            Deux nombres u et v constructibles étant donnés, construire à la règle et au compas

· –u,

·  u+v,

·  u CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\hv, 

· 
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 ,

·  
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·  
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  activité 3

· Construire à la règle et au compas 
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 est-il un nombre constructible ?

Si ce nombre est constructible, cela signifie que l’on peut construire à la règle et au compas  un cube de côté 
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, c’est à dire de volume 2 à partir d’un cube de côté 1. En d’autres termes, un cube de volume double du cube de côté 1. On tombe donc sur le célèbre problème de la duplication du cube. Ce n’est qu’en 1837 que Wantzel, répétiteur à l’Ecole Polytechnique, travaillant sur les extensions de corps, prouve que tout nombre constructible est un nombre  algébrique sur Q  dont le degré est une puissance de 2. Cela signifie qu’il est  racine d’au moins un polynôme à coefficients dans Q ou, ce qui revient au même sur N, et que le degré de son polynôme minimal, (polynôme irréductible sur Q dont il est racine ) est une puissance de 2. Or, le  polynôme irréductible sur Q dont 
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est racine est :

             P(x)= x3-2

 qui est de degré 3, donc non puissance de 2 

Donc ce nombre n’est pas constructible.

Remarque : L’impossibilité de la quadrature du cercle qui consiste à tracer à la règle et au compas  un carré de côté 
[image: image17.wmf]p

découle de  la transcendance  de ( qui n’est pas algébrique sur Q.


  activité 4


En utilisant le théorème de Lagrange qui dit que tout entier naturel est somme de quatre carrés, construire, à l’aide de trois triangles rectangles à petits côtés entiers, différentes longueurs 
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pour n entier naturel ( par exemples 
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, 
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 et 
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).

(Le théorème de Lagrange se démontre par exemple en faisant appelle aux congruences et à des raisonnements de base en arithmétique).

Commensurabilité et incommensurabilité


[image: image22.wmf]2

est comme nous l’avons montré constructible mais, comme nous le savons non rationnel.

Voyons comment les Grecs ont posé le problème (livre 10 des «Eléments d’Euclide ») : Ils ont défini que deux nombres ont une commune mesure (ou sont commensurables, cum-mensura en latin), s’il existe un nombre quelconque u  dont ils sont des multiples entiers, c’est-à-dire, en d’autres termes, si leur rapport est un nombre rationnel, un quotient de deux entiers.

  Par exemple, deux nombres rationnels sont toujours commensurables : 

  EQ \s\do1(\f(a;b)) = adCARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h

 EQ \s\do1(\f(1;bd)) et  EQ \s\do1(\f(c;d)) = bcCARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h

 EQ \s\do1(\f(1;bd)) ;    EQ \s\do1(\f(1;bd))  est la commune mesure 
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 et 
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 sont commensurables car 
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=2
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 et, la commune mesure est 
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 et 
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 ne sont pas commensurables car leur rapport est égal à 
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 qui n’est pas un rationnel.

   Le problème concret associé à la commensurabilité de deux entiers est la recherche des pavages possibles d’un rectangle dont les côtés sont ces entiers par des carrés : la longueur du côté du plus grand  carré est  le P.G.C.D. de la longueur et de la largeur du rectangle. Elle se détermine dès la classe de 3° par l’algorithme d’Euclide ou la méthode des différences successives, méthodes reprises en terminale S dans l’enseignement de spécialité.

   Se demander si un nombre est irrationnel, dans notre langage moderne, c’est se poser la question de l’incommensurabilité de ce nombre avec 1.

  Historiquement, on ne sait pas lequel des deux problèmes de l’incommensurabilité de la diagonale du carré avec le côté (
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et1 ) ou de l’incommensurabilité de la diagonale du pentagone régulier et de son côté  (
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 et 1 (cf. plus loin)) a été posé et résolu en premier par les Grecs.

 Nous présenterons ici l’incommensurabilité entre
[image: image33.wmf]2

et 1, en rappelant la démonstration « arithmétique »donnée à nos élèves de troisième ou seconde, mais en insistant plutôt sur la démonstration géométrique à la règle et au compas qui serait davantage celle des Grecs car Platon signale  que Théodore de Cyrène a établi l’incommensurabilité de 
[image: image34.wmf]n

et 1 pour n non carré parfait inférieur ou égal à 17 seulement. Cela  laisse penser qu’il a été limité par les figures.

On utilise dans les deux méthodes un raisonnement par l’absurde.

Méthode « arithmétique » : Supposons qu’il existe deux entiers, que l’on peut prendre premiers entre eux, p et q tels que  EQ \r(2) =   EQ \s\do1(\f(p;q)) ; on a alors 2 =  EQ \s\do1(\f(p2;q2)) soit p2=2q2 ; donc p2 est pair et p aussi, p2 est divisible par 4, mais comme  p2=2q2, q2 est pair donc q aussi et p et q ne sont pas premiers entre eux, ce qui n’est pas conforme à l’hypothèse.

  Méthode  « géométrique » : En raisonnant par l’absurde, on suppose  que la diagonale du carré et son côté sont commensurables, c’est-à-dire qu’il existe p et q tels que  EQ \s\do1(\f(;1))
 = EQ \s\do1(\f(p;q)) , p et q entiers positifs. Le triangle rectangle isocèle de côté 1 et donc d’hypoténuse  EQ \r(2) (triangle PQR)  et le triangle rectangle isocèle de côté q sont semblables. Le deuxième a une hypoténuse de longueur p ( cf. programme de seconde, mêmes angles et  EQ \s\do1(\f(;1))
 =  EQ \s\do1(\f(p;q)) ) . Si la diagonale du carré est commensurable avec son côté, on peut construire un demi-carré de côté q et de diagonale p que nous appellerons ABC. 

  Traçons un arc de cercle C  de centre B et de rayon BA, il coupe [BC] en D. DC=p-q.     Traçons la tangente à  C en D, elle coupe [AC] en E. Le triangle DEC est rectangle en D et isocèle car l’angle 
 EQ \o(\s\up6();EDC)
 est droit et 
 EQ \o(\s\up6();ECD)
 = 45°. 

Donc le triangle DEC est semblable à ABC , le côté mesure p-q et l’hypothénuse AC-AE, or AC=q, AE=ED=p-q (tangentes), donc l’hypothénuse mesure q-(p-q)=2q-p. 

Le triangle DCE a donc ses trois côtés de longueur entière et est semblable au triangle PQR de départ. 

  On recommence en construisant l’arc de cercle de centre E et de rayon ED  qui coupe [CE] en F.On trace la tangente à cet arc de cercle en F qui coupe [DC] en G.Le triangle GFC est rectangle isocèle, son côté a pour longueur : 

                FC= EC-EF= 2q-p-(p-q)=3q-2p ;

Son hypoténuse vaut :

               DC-DG= p-q-GF = p-q - FC=p-q-(3q-2p)=3p-4q .

        Le triangle GFC a ses côtés de longueurs entières et est semblable à PQR.le rapport entre le côté et l’hypoténuse est donc toujours le même

On recommence l’opération  et on   obtient une suite de triangles rectangles isocèles de côtés strictement décroissant et donc une suite d’entiers strictement positifs strictement décroissante, ce qui est impossible. Plus précisément, si on construit p triangles à partir du premier (p itérations), on aura p entiers positifs non nuls, différents, tous inférieurs à p, ce qui est impossible.

 Par ailleurs, on remarque que :

· la longueur de chaque nouveau côté est égale à celle de l’hypoténuse  précédente diminuée de celle du côté précédent

            -               La longueur de l’hypoténuse est la longueur du côté précédent          diminué de celle du côté du nouveau triangle.

  Le début du tableau est le suivant :

hypoténuse
côté

p
q

2q-p
p-q

3p-4q
3q-2p

10q-7p
5p-7q

17p-24q
17q-12p

58q-41p
29p-41q


[image: image37.wmf] 


  On retrouve la méthode des différences successives utilisée pour la détermination du PGCD de deux nombres entiers en classe de troisième, c’est un algorithme d’Euclide: on prend 2 nombres différents, on forme un nouveau couple en remplaçant le plus grand des deux nombres par leur différence et en conservant le plus petit. On répète l’opération .

   Lorsque les deux nombres sont entiers, l’algorithme s’arrête : on obtient deux nombres égaux, c’est-à-dire une différence nulle .

  Or ici, l’algorithme ne s’arrête pas, l’hypothèse faite est fausse, le couple (p , q) n’existe pas,  EQ \r(2) et 1 ne sont pas commensurables.

 On montre très facilement que deux nombres sont commensurables si et seulement si, l’algorithme d’Euclide des différences successives appliqué à ces deux nombres s’arrête. S’il ne s’arrête pas, les deux nombres sont incommensurables. 

Remarque : De même,  l’algorithme de la division euclidienne  appliqué à ces deux nombres donne soit un reste nul et ils sont commensurables , soit des restes strictement positifs et les deux nombres sont incommensurables, le fonctionnement étant le même, mais cet algorithme est plus « rapide » que le premier.

Exemple Dans la division euclidienne de  EQ \r(2) par 1, les quotients successifs sont 1,2,2,2,…(cf  dans le document d’accompagnement, la démonstration géométrique par l’octogramme)

 On peut écrire : 

  EQ \r(2)=1+ ( EQ \r(2)-1)

 EQ \r(2)=1 +
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car on remplace à chaque fois 1+ EQ \r(2) par 2 + (  EQ \r(2)-1) qui est égal à 2+
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On obtient   EQ \r(2) écrit comme une fraction continue qui contient une infinité de termes identiques. Elle peut se noter (1, 2, 2, 2, ….).

  L’algorithme d’Euclide ne « s’arrête pas ».

Pour obtenir des valeurs approchées de  EQ \r(2), on « coupe » après un facteur 2  Si on fait cette opération après cinq quotients 2, on obtient. EQ \r(2) 
[image: image43.wmf]»

1,41428.

Si on prend deux entiers, on peut utiliser le même type d’écriture :

                              a=bq1+r1                                       0
[image: image44.wmf]b
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        donc      EQ \s\do1(\f(a;b)) = q1 + EQ \s\do1(\f(r1;b))
                              b=r1q2+r2                           0
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       donc    EQ \s\do1(\f(b;r1)) = q2+ EQ \s\do1(\f(r2;r1))   

.
 .

                                 .

.
 ..

                            .rn-1=rnqn+1+0  

que l’on peut aussi écrire :

       EQ \s\do1(\f(a;b)) = q1+
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la fraction continue est finie, car rn+1=0 et le dernier dénominateur est qn+1.

On montre qu’un nombre est irrationnel si et seulement si il admet une écriture par une fraction continue infinie, rationnel si et seulement si il admet une écriture par une fraction continue finie.

Le nombre d’or

Il existe une proportion que l’on retrouve dans l’architecture dès les Egyptiens, dans la pyramide de Kheops ( 2 800 av.J.C.) par exemple, proportion qui rend harmonieuses les constructions.

 L’architecte grec Phidias ( 5° siècle avant J.C) l’utilisa plusieurs fois dans la construction du Parthénon, en particulier dans certains rectangles du fronton qui sont nommés aujourd’hui rectangles d’or.

Qu’appelle t-on un rectangle d’or ? C’est un rectangle ABCD ( figure Re )  de longueur a et de largeur b telles que, en enlevant le carré ABEF, on retrouve un rectangle ECDF dont le rapport de la longueur sur la largeur est égal à  EQ \s\do1(\f(a;b))  .En d’autres termes, on a l’égalité        EQ \s\do1(\f(a;b)) =   EQ \s\do1(\f(b;a-b))
Cette égalité s’écrit  EQ \s\do1(\f(a;b)) =  EQ \s\do1(\f(1;-1))
 et en posant  EQ \s\do1(\f(a;b))=
[image: image49.wmf]j

, on a (2- (=1 soit (2-(-1=0

( est donc la racine positive de l’équation x2-x-1=0 donc :

                           (=
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   et   EQ \s\do1(\f(1;())=
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La lettre ( correspond à la première lettre de Phidias en Grec. Le nom de nombre d’or donné à ( n’apparaît qu’au XIX° siècle.

D’où la construction du rectangle d’or utilisant l’une des constructions de  EQ \r(5) précédentes : 

On construit un carré quelconque ABEF de côté b , on prend le milieu G de AF, on trace le cercle de centre G et de rayon GE , il coupe [AF) en D. On trace la perpendiculaire en D à (AF) , elle coupe (BE) en C.(cf. figure Re).
Remarque  On peut montrer ainsi que ( et 1 sont incommensurables car on peut continuer à construire des rectangles dont le rapport de la longueur sur la largeur est (, ce qui correspond bien à l’algorithme d’Euclide ( la nouvelle largeur est la différence entre l’ancienne longueur et l’ancienne largeur). Il ne s’arrête pas car on n’obtiendra jamais une différence nulle. (Cf. figure Re 1). (Développement en fraction continue dans le document d’accompagnement)

 Au III° siècle avant J.C., Euclide parle du partage d’un segment en moyenne et extrême proportion : «  le petit segment obtenu est au grand segment ce que le grand segment est au segment de départ », soit en langage moderne, si a est la longueur du grand côté obtenu et b la longueur du petit segment  EQ \s\do1(\f(a;b)) = 
[image: image52.wmf]a
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 soit en posant x =  EQ \s\do1(\f(a;b)) , on obtient :    x =1+ EQ \s\do1(\f(1;x)) et on est ramené à résoudre l’équation x2=x+1 précédente qui a ( comme racine plus grande que 1.Plus tard au XV° siècle, le moine mathématicien Pacioli nomma ce partage « la divine proportion ».

Le pentagone régulier

  Le programme met l’accent en terminale sur le pentagone régulier, d’une part pour compléter la collection des polygones construits en classe de première mais aussi parce que Euclide dans «  Les Eléments » en propose une construction liée à l’étude du triangle d’or et de ses angles remarquables. Rappelons que le pentagramme ( pentagone étoilé obtenu en joignant un sommet sur deux du pentagone convexe ) était le symbole de l’école pythagoricienne. 

 Enfin, au niveau de nos élèves, nous pouvons   réinvestir, comme nous allons le voir dans ce qui suit, des connaissances de collège et de seconde.

       Observation

Examinons un pentagone régulier convexe ABCDE inscrit dans un cercle de rayon 1 (figure Pe1) et la bissectrice de 
 EQ \o(\s\up6();OAB)
 qui coupe le petit arc 
[image: image54.wmf]B
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 en F.  L’angle 
 EQ \o(\s\up6();AOF)
 vaut 36°=360°/10, le triangle OAF étant isocèle, on peut affirmer que [AF] est le côté d’un octogone inscrit dans le cercle de rayon 1. Chacun des autres angles vaut 72°. Traçons la bissectrice de 
 EQ \o(\s\up6();OFA)
, elle coupe [OA] en G. Le triangle OFG est isocèle (deux angles de 36°) donc OG=GF ainsi que le triangle AFG ( un angle de 36°, un angle de 72°, le troisième vaut 180°-72°-36° soit 72°). Donc, OFA et FGA sont semblables ( deux angles de 72°, un angle de 36°), donc 

 EQ \s\do1(\f(OA;AF)) =   EQ \s\do1(\f(AF;AG)) =
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En posant  EQ \s\do1(\f(OA;OF))= x , on retrouve l’équation x2-x=1 et dont la solution positive est (.

On a ainsi obtenu avec OAF  un triangle d’or, un triangle isocèle d’angles 36°, 72°, 72°. On a démontré que le rapport du plus grand côté sur le plus petit est (.

Remarque : Le triangle OFG est aussi un triangle d’or, ses angles sont 36°, 36° et 

180°-36°-36°=108° , le rapport entre la longueur de son plus grand côté et de celle de son plus petit côté est    EQ \s\do1(\f(OF;OG))   soit (. On a ainsi répertorié les deux types de triangles d’or.

Revenons au décagone, le côté [OA] mesurant 1, le côté  [AF] a pour mesure 1/( ,

 soit 
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      Avant de passer à la construction du pentagone régulier, observons les angles qui apparaissent. ( figure Pe 2 ) . Les triangles du type ABE et CDE sont des triangles d’or 108,36,36 car, la somme des angles d’un pentagone étant de 3CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h180°, chaque angle du type 
 EQ \o(\s\up6();BAE)
 vaut ce nombre divisé par 5, soit 108°. BAE étant isocèle, les deux autres angles valent 36°. 

Les triangles du type BCE sont des triangles d’or 36,72,72  car 
 EQ \o(\s\up6();EBA)
=36° et 
 EQ \o(\s\up6();CBA)
= 108° donnent 
 EQ \o(\s\up6();CDE)
=72°, de même 
 EQ \o(\s\up6();BCE)
=72°  et donc, par différence 
 EQ \o(\s\up6();BEC)
=36°.

 Un résultat très important est donc que,  EQ \s\do1(\f(BE;AB)) = ( et donc que la diagonale du pentagone régulier et son côté sont dans le rapport ( et sont incommensurables. 

 Enfin, observons que les quadrilatères du type ABCE sont des trapèzes isocèles car (AB) et (CE) sont parallèles (caractérisation des parallèles par les angles alternes-internes 
 EQ \o(\s\up6();CBE)
 et 
 EQ \o(\s\up6();EBA)
égaux) et BC=AE. De même, les quadrilatères du type CKED sont des losanges car leurs côtés sont parallèles deux à deux et CD = DE.

Chacun des angles du type 
 EQ \o(\s\up6();AOB)
 vaut  EQ \s\do1(\f(360;5))=72° 
1° construction du pentagone à la règle et au compas

  Il s’agit de construire d’abord un décagone régulier. On construit la figure Pe 3.On trace un triangle rectangle  OAB de côté 1 et on construit le milieu M de [OB] à la règle et au compas ainsi que le symétrique B’ de B par rapport à O. On trace le cercle de centre M et de rayon AM, il coupe [OB’] en I. Montrons que OI est la longueur de tout côté du décagone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1.

 Le triangle AMO est rectangle et, d’après Pythagore,   AM2 = AO2+OM2 =1+ EQ \s\do1(\f(1;4)) =  EQ \s\do1(\f(5;4)),

 donc MI=MA=  
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5

  et    OI=MI-MO=
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-  EQ \s\do1(\f(1;2)) =  EQ \s\do1(\f(1;()) ,   ce qui est bien la mesure du côté du décagone. 

Pour achever la construction, il suffit, avec le compas de porter dix fois cette longueur sur le cercle à partir de A, on obtient ainsi le décagone régulier, et le pentagone régulier sera obtenu en joignant un sommet sur deux du décagone. (figure Pe 3 ).

2° construction du pentagone à la règle et au compas

  On va montrer en fait que, avec la construction précédente (figure Pe 3), AI représente la longueur du côté du pentagone cherché.   Pour cela évaluons par le théorème de Pythagore AI ; 

  AI2 = OA2+OI2=1+(
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)2=1+ EQ \s\do1(\f(5;4))+  EQ \s\do1(\f(1;4)) -  EQ \r(5) =  EQ \s\do1(\f(5;2))-  EQ \r(5)=
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 donc  AI = [image: image73.wmf]5
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Revenons à la figure Pe 2.

Soit A1  le symétrique de a par rapport à O. le triangle OEA1 est isocèle et 
 EQ \o(\s\up6();A1OE)
est égal à  
72+36=108°, ce triangle est d’or. Soit H le milieu de [A1E].Par le théorème des milieux,

 OH=  EQ \s\do1(\f(1;2))AE. Or, [OH] étant hauteur,

 OH2=OE2 - HE2= OA2 -  EQ \s\do1(\f(A1E2;4))= OA2-(2  EQ \s\do1(\f(OE2;4))=  EQ \s\do1(\f(OA2 ;4))(4-(2)

donc AE2=4oh2=OA2 (4-(-1) = OA2CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\h(
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 donc 

 AE = [image: image77.wmf]5
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On a donc trouvé que le côté du pentagone inscrit dans un cercle unité s’obtient sur la figure Pe 3 en portant à partir de A la longueur BI.

On obtient ainsi le pentagone sans construire le décagone.

Remarque : Tous les pentagones réguliers étant semblables (mêmes angles), le fait d’avoir pris un cercle de rayon 1 n’enlève rien à la généralité du problème : si le cercle circonscrit a pour rayon R, le côté du pentagone est [image: image78.wmf]5
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 CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\hR.

3° construction attribuée à Euclide

  Elle est entièrement basée sur des considérations d’angles et est bien commentée dans le document d’accompagnement.

Dans ce document est aussi présentée la méthode de Durër qui permet de construire un pentagone dont les côtés sont égaux et non les angles et qui n’est donc pas régulier.

  Le nombre d’or intervient aussi beaucoup dans la nature animale (escargot…) et végétale (tournesol, chardons, position des feuilles sur une tige…) Il est la limite du rapport de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci et la raison de la seule suite de Fibonacci qui soit géométrique.

Construction du pentagone régulier avec le calcul de cos
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Il nous suffit d’exprimer cos
[image: image80.wmf]2

5

p

 à l’aide d’une expression qui permette la construction effective du point d'abscisse cos
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 est racine du polynôme 
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On a donc 
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Or 
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est conjugué de 
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 et 
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est conjugué de 
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, on a donc 
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(1) donne alors 
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 ce qui entraîne 
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On trouve alors 
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 que l’on peut mettre sous la forme 
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On obtient alors la construction suivante :

soit A le milieu du segment OI’, on a AJ = 
[image: image97.wmf]5

2

. Par le cercle de centre A et de rayon AJ on construit le point B sur Ox tel que AB = AJ. On a alors OB = 
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. Si C est le milieu de OB on a OC = 
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. La perpendiculaire à Ox passant par C permet d’obtenir le sommet E. A l’aide du compas on obtient alors les trois autres sommets.


[image: image100.wmf]A

B

E

F

G

D

C


                                                     figure Re

[image: image101.wmf]A

B

E

F

G

D

C

H

J


                                                     figure Re 1

[image: image102.png]




[image: image103.png]



[image: image104.png]



� INCORPORER Word.Picture.8  ���








1

_1071989223.unknown

_1071990004.unknown

_1071991952.unknown

_1071992621.unknown

_1072094739.doc
[image: image1.png]






_1073320020.unknown

_1074262314.unknown

_1074266095.unknown

_1074266447.unknown

_1073335367.unknown

_1073336200.unknown

_1073319692.unknown

_1072012352.unknown

_1072012417.unknown

_1072012482.unknown

_1072012399.unknown

_1071992807.unknown

_1071995046.doc


O







I







I







'







J







A







B







C







H







E







F







G












_1071992740.unknown

_1071992164.unknown

_1071992340.unknown

_1071992478.unknown

_1071992245.unknown

_1071992014.unknown

_1071992071.unknown

_1071991979.unknown

_1071991732.unknown

_1071991908.unknown

_1071991937.unknown

_1071991833.unknown

_1071991267.unknown

_1071991613.unknown

_1071990076.unknown

_1071989645.unknown

_1071989920.unknown

_1071989984.unknown

_1071989702.unknown

_1071989264.unknown

_1071989598.unknown

_1071989245.unknown

_1071668035.unknown

_1071736205.unknown

_1071946152.unknown

_1071946722.unknown

_1071989069.unknown

_1071946599.unknown

_1071774179.unknown

_1071820065.unknown

_1071945866.unknown

_1071780006.unknown

_1071819575.unknown

_1071780078.unknown

_1071774507.unknown

_1071779913.unknown

_1071740080.unknown

_1071756200.unknown

_1071756273.unknown

_1071751464.unknown

_1071736351.unknown

_1071668211.unknown

_1071695172.unknown

_1071695791.unknown

_1071735607.unknown

_1071695651.unknown

_1071695302.unknown

_1071668829.unknown

_1071670055.unknown

_1071668238.unknown

_1071668726.unknown

_1071668180.unknown

_1071664095.unknown

_1071667966.unknown

_1071668008.unknown

_1071667913.unknown

_1071662986.unknown

_1071663257.unknown

_1071652549.unknown

_939045237

