Nombres constructibles. Incommensurabilité.

Pentagone régulier et nombre d’or

Un objectif essentiel des Grecs ( et des programmes de l’option L) est la construction de figures et de nombres à la règle et au compas. 

1°  Quatre problèmes résistants  -  présentation

2°  Points constructibles et nombres constructibles


Définition

A. Points constructibles.

On se donne deux points O et I qu’on appelle base. A partir de cette base, on va créer de nouveaux points obtenus par intersection :

· de deux droites contenant chacune au moins deux points déjà construits ;

· d’une droite définie comme précédemment et d’un cercle, ce dernier ayant pour centre un point déjà construit et passant par un point déjà construit ou ayant pour rayon la distance entre deux points déjà construits ;

· de deux cercles définis comme précédemment.

Tous les nouveaux points ainsi obtenus sont appelés constructibles.

Une droite est constructible si elle contient au moins deux points constructibles mais cela ne veut pas dire que tous les points de la droite sont constructibles.

Un cercle est constructible s’il est centré en un point constructible et s’il a pour rayon la distance entre deux points constructibles.

On pourra rappeler les différentes constructions à la règle et au compas apprises au collège.


               Activité 1       

Une droite D constructible et un point A étant donnés, construire à la règle et au compas la perpendiculaire à D passant par A et la parallèle à D passant par A.

                               B. Nombres constructibles.

Un nombre réel est constructible si c’est une des coordonnées dans le repère (O,I,J) d’un point constructible.

On établit facilement qu’un réel t est constructible si et seulement si le point de l’axe (O,I) d’abscisse t est constructible. (même résultat en remplaçant (O,I) par (O,J) et abscisse par ordonnée.)

Remarque : si A est un point constructible et t un nombre constructible, le cercle de centre A et de rayon 
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 est constructible.

               Activité 2

            Deux nombres u et v constructibles étant donnés, construire à la règle et au compas

· –u,

·  u+v,
·  u CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"\hv, 

· 
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  Activité 3

· Construire à la règle et au compas 
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3°  
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 est-il un nombre constructible ?

                    -   Comment le démontre-t-on ?


  Activité 4


En utilisant le théorème de Lagrange (tout entier naturel est somme de quatre carrés), construire, à l’aide de trois triangles rectangles à petits côtés entiers, différentes longueurs 
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pour n entier naturel (par exemples 
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, 
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 et 
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).

4°  Commensurabilité et incommensurabilité

· définition

·  EQ \r(2) et 1 sont-ils commensurables ?

· méthode « algébrique »

· méthode « géométrique »

· lien avec l’algorithme d’Euclide et les fractions continues

5°  Le nombre d’or

· rectangle d’or

· ( et 1 sont incommensurables

6°  Le pentagone régulier

· observation, le décagone, les angles, les triangles d’or

· la diagonale et le côté sont incommensurables

· première construction à l’aide du décagone

· deuxième construction avec le calcul du côté par rapport au rayon du cercle circonscrit

· construction attribuée à Euclide ( document d’accompagnement)

· construction , après calcul , de cos 
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